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Homojen ve izotrop malzeme için geliştirilen sonlu eleman yönteminin betonarme yapı elemanları-
na uygulanmasında genellikle çeşitli sorunlarla karşılaşılır. Bilindiği gibi betonarme davranışı 
farklı olan beton ve donatıdan oluşur. Donatı bir homojen malzeme olarak kabul edilebildiği için 
malzeme özellikleri kolaylıkla tanımlanabilir. Diğer taraftan beton mekanik özellikleri oldukça ge-
niş alana dağılan bir heterojen malzemedir. Bu iki malzemenin yük etkisinde etkileşimi, betonun 
çatlamasının ve çatlama sonrası davranışının tanımlanması gerçekçi bir model geliştirmede önemli 
güçlükler ortaya çıkarır. Bu güçlükler beton için gerilme-şekil değiştirme bağıntılarının oluşturul-
masını karmaşıklaştırır. Beton ve donatı arasında şekil değiştirme uygunluk koşullarının sağlanma-
sı kolay bir iş değildir. Uygunluk koşullarını sağlamak için yapılan kabuller modelin davranışını 
etkiler. Davranış doğrusal olmadığı için, sayısal işlem hacmini arttıran adım adım çözümleme ge-
rekli olur. Bu artış, kullanılan yaklaşım kriterleri ve sayısal stabilite problemleri, mühendislik prob-
lemlerinde birincil öneme sahip olan denge denklemlerinin sağlamasını zorlaştırır. Bu çalışmada 
monoton artan yüklemede iki boyutlu kabul edilebilecek betonarme kiriş, yüksek kiriş, perde gibi 
yapı elemanlarının doğrusal olmayan davranışı için kullanılan bir sonlu eleman çözüm modelinde 
beton ve donatı davranışının modellenmesi ve doğrusal olmayan artımlı çözümlemenin 
formülasyonu verilmiştir. Önerilen sonlu eleman çözüm modelinde beton ve donatı elemanların 
malzeme ve eleman rijitlik matrisleri ayrı ayrı oluşturulmuş ve daha sonra birleştirilmiştir. Betonun 
güç tükenmesi, çatlaması ve donatının akmasını içerecek şekilde, malzemenin doğrusal olmayan dav-
ranışı için gerekli olan, artımlı gerilme-şekil değiştirme ilişkisi bu çözüm modelinde kullanılmıştır. 
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Nonlinear finite element approach for 




Finite element method developed for homogenous 
and isotropic material can be applied in structural 
engineering on analysis of reinforced concrete ele-
ments. As it is well known, reinforced concrete con-
sists of two materials, i.e., concrete and steel, which 
have different mechanical behavior. Steel can be 
considered a homogenous material and its material 
properties are well defined. On the other hand con-
crete is a heterogeneous material having mechanical 
properties scatter very widely. Interaction of these 
two materials under loading and crack formation in 
concrete are prime difficulties which have to be con-
sidered for developing realistic finite element mod-
els. In the present study, a finite element model is 
developed for the nonlinear behavior of the two-
dimensional reinforced concrete structural elements 
subjected to monotonic increasing loading. Stiffness 
matrices and typical finite elements are developed 
separately for concrete and steel. Since step-wise 
solutions is required to capture the nonlinear behav-
ior of the materials, incremental stress-strain rela-
tionship is used in the analysis by including effects 
of cracking and failure of concrete as well as yield-
ing of steel. 
 
Behavior of concrete is not easy to define. However, 
it can be roughly divided into three stages: the un-
cracked elastic stage, the development of cracks and 
the highly nonlinear plastic stage. In the present 
study an incremental biaxial orthotropic finite ele-
ment for concrete is adopted. This model is assumed 
that the orthotropic material axes coincide with the 
principal axes of the total strain. Furthermore, it is 
assumed that the principal axes of total stresses co-
incide with those of total strains. The concept, which 
is known as “equivalent uniaxial strain”, is used to 
represent the biaxial behavior of concrete in this 
study. By using the concept of “equivalent uniaxial 
strain”, the biaxial behavior of concrete is derived 
from uniaxial stress-stain relations. This model is 
based on an incremental stress-strain relation. Gen-
erally, the axes of orthotropy change continuously 
during the analysis at each iteration step. Conse-
quently so does the principal axis of stress. This ap-
proach is known as “the rotating crack model”. For 
each axis of orthotropy the uniaxial stress strain 
curves used for obtaining the total stresses and the 
material properties in the principal directions are 
determined. These stresses in the local axes are 
transformed to the stresses in the global axes. The 
stiffness matrix of the element for the biaxial case is 
obtained in the orthotropic directions. The stiffness 
matrix in the orthotropic directions is transformed to 
the stiffness matrix in the global reference system. 
Characteristic values of the uniaxial curves are ob-
tained from the biaxial strength envelope depending 
on the location of the stress point in the stress plane. 
The two incremental stress-strain relations are de-
veloped and used for representing the one for the 
uncracked and the other for the cracked concrete. 
The effect of cracking in concrete is taken into con-
sideration by using the smeared cracked model. 
Quadrilateral finite elements having four nodes are 
adopted for concrete and web steel reinforcement. 
Furthermore, four integration points are used for 
the surface integrations.  
 
Reinforcing steels is represented in two ways in this 
study; i.e., discrete and smeared (distributed) mod-
els. In the discrete modeling case, it suffices to ideal-
ize the steel bars as a one-dimensional two-node 
truss element, subjected only to constant axial forces 
for computational simplicity. In case of the smeared 
model the reinforcing steel is assumed to be distrib-
uted over the concrete element at a certain orienta-
tion angle relative to the global axes. In the two di-
mensional problems, as it is the case in the present 
study, the nodal points have two degrees-of-freedom. 
A uniaxial stress-strain relation needs to be speci-
fied for the reinforcing steel. An elastic-linear hard-
ening model is used for the modeling axial behavior 
of the reinforcing steel. The relative displacement or 
slip between concrete and steel is ignored and the 
perfect bond is assumed.  
 
Various numerical solutions are carried out to check 
the accuracy of the model and to predict the behav-
ior of the different reinforced concrete elements. The 
present study includes the numerical analyses for 
deep beams, where the effects of various parameters 
on the behavior of the deep beams are investigated 
in detail. The figures, which represent the numerical 
results, show clearly the behavior of the deep beam, 
the failure mechanism and the development of 
cracks. A compassion of the results with the experi-
mental results shows that the model provides a very 
good approach.  
 
Keywords: Reinforced concrete, concrete, 
monotonic increasing load, finite elements.  
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Giriş 
Betonarme elemanların boyutlandırılması (nor-
mal kuvvet, eğilme momenti, kesme kuvveti ve 
burulma momenti etkisi altında kullanma yükle-
ri etkisinde davranışı veya güç tükenme yükle-
rinin bulunması) mukavemet derslerinde verilen 
ilkelerin küçük değişikliklerle uygulanmasından 
ibarettir. Buna karşılık elastisite teorisinin ilke-
lerinin uygulanması (gerilme ve şekil değiştirme 
kavramlarından hareket edilmesi) ile çözüm el-
de edilmesinde büyük zorluklarla karşılaşılır. 
Bunun en önemli nedenleri arasında; genel ola-
rak betonun çok eksenli gerilme altında bulun-
ması, çekme ve basınç gerilmeleri altında farklı 
davranışı, beton ve çeliğin değişik yük etkileri 
altında karmaşık etkileşimidir. Betonarme yapı 
elemanlarında düşük gerilme altında bile beton-
da çatlaklar oluşur. Bu çatlaklar, artan yük etki-
leri ile elemanda yayılarak genişler. Bu çatlakla-
rın ilerleyişi, bütün yapının yada elemanın yük-
yerdeğiştirme davranışını etkiler; bazı bölgeler-
de gerilme ve şekil değiştirmelerin daha da art-
masına neden olur. Bu tür davranışın incelen-
mesi için yapılacak deneysel çalışmalar için ge-
rekli zaman ve maliyet de yüksektir. Ngo ve 
Scordelis (1967) doğrusal olmayan sonlu ele-
manlar yöntemini betonarme kirişlere uyguladı-
ğından beri, bu teknik gelişerek karmaşık beto-
narme elemanların davranışının belirlenmesi ve 
tasarımında önemli bir hesap aracı olmuştur.  
 
Betonarme yapı elemanların doğrusal olmayan 
çözümü ile ilgili geliştirilen teorilerin temel 
esasları, sonlu elemanlar yönteminde karşılaşı-
lan zorluklar, çözümleme yöntemleri ve uygu-
lamalar ASCE Committee 447 (1982), ASCE 
Committee 447 (1993), Kotsovos ve Pavlovic 
(1995) ve ACI-ASCE Committee 447 (2001) 
tarafından değerlendirilmiştir. Mühendislik mal-
zemesi olarak gerilme-şekil değiştirme bağıntı-
ları; elastik malzeme kabülü ile modellerin ay-
rıntılı incelemesi ve yapılan çalışmaların değer-
lendirilmesi Chen ve Saleeb (1994) ve plastik 
beton ve metal malzeme modellerin ayrıntılı in-
celenmesi Chen (1994) tarafından yapılmıştır. 
Sonlu elemanlar yönteminde programlama ile 
ilgili derleme ise Crisfield (1997) tarafından ve-
rilmiştir. 
Bu çalışmada monoton artan yüklemede iki bo-
yutlu kabul edilebilecek kiriş, yüksek kiriş ve 
perde gibi betonarme yapı elemanlarının doğru-
sal olmayan davranışı için geliştirlen bir sonlu 
eleman çözüm modelinde beton ve donatı dav-
ranışının tanımlanması ve doğrusal olmayan ar-
tımlı çözümleme yöntemi verilmiştir. Bu sonlu 
eleman çözüm modeli için, Smith ve Griffiths 
(1997) tarafından yapılan çalışmadan da yarar-
lanarak, hazırlanan bilgisayar programı ile bir 




Geliştirilen sonlu eleman çözüm modelinde be-
ton doğrusal olmayan davranışa sahip iki eksen-
li ortotrop malzeme olarak tanımlanır. Ortotrop 
malzeme eksenlerinin toplam şekil değiştirme 
asal eksenleri ile çakıştığı kabul edilir. Ayrıca 
beton asal şekil değiştirme ile asal gerilme doğ-
rultularının çakıştığı da kabul edilmektedir. 
Düzlem gerilme durumunda betonun mekanik 
davranışını tanımlamak için gerekli iki eksenli 
gerilme-şekil değiştirme ilişkisi, ortotrop mal-
zeme eksenlerinde tanımlanan ve deneysel ola-
rak elde edilen bir eksenli gerilme-şekil değiş-
tirme ilişkisinden türetilen “eşdeğer bir eksenli 
şekil değiştirme” olarak bilinen yaklaşım ile 
oluşturulur (Darwin ve Pecknold, 1977).  
 
Betonun doğrusal olmayan gerilme-şekil değiş-
tirme ilişkisi artımlı olarak yazılarak küçük yük-
leme aralığında doğrusal bağıntı haline getirilir. 
Yükleme arttıkça her iterasyon adımında, top-
lam şekil değiştirme asal doğrultu açısına bağlı 
olarak, ortotrop malzeme eksen doğrultuları sü-
rekli değişir. Asal doğrultulardaki malzeme sa-
bitlerini ve toplam gerilmeleri elde etmek için, 
ortotrop malzeme eksenlerinde eşdeğer bir ek-
senli gerilme-şekil değiştirme ilişkileri belirle-
nir. Yerel eksende elde edilen gerilmeler global 
eksene dönüştürülür. Betonda çatlama öncesi ve 
sonrası doğrusal olmayan farklı davranış söz 
konusu olduğu için ayrı ayrı artımlı gerilme-
şekil değiştirme ilişkisi gereklidir. 
 
Beton ortotrop malzeme modelini oluşturmak 
için, betonun iki eksenli gerilme güç tükenmesi 
Y. Akkaya, Z. Celep 
 98
zarfına, ortotrop malzeme eksenlerinde bir ek-
senli gerilme-şekil değiştirme ilişkisine, beton 
çatlama modeline, eleman rijitlik matrisinin ta-
nımlanmasına ve bir eksenli gerilme-şekil değiş-
tirme eğrilerinden verilen şekil değiştirme du-
rumu için uygun gerilme durumunun belirlen-
mesine ihtiyaç vardır. 
 
İki eksenli beton gerilme güç tükenme zarfı 
İncelenen herhangi bir yük artımı adımında ge-
rilme düzleminde geçerli gerilme noktasının ye-
rine bağlı olarak, Kupfer ve diğerleri (1969) ta-
rafından önerilen iki eksenli gerilme güç tü-
kenme zarfından bir eksenli eğrinin karakteristik 




















Şekil 1. İki eksenli beton gerilme güç tükenme 
zarfı (Kupfer vd., 1969) 
 
İterasyon adımında hesaplanan beton toplam 
asal gerilme çiftinin (σ1, σ2) Şekil 1’de verilen 
iki eksenli gerilme güç tükenme zarfında hangi 
bölgede olduğu asal gerilmelerin işaretlerine 
bağlı olarak belirlenir. Ortotrop malzeme eksen-
lerin her birinde tanımlı ve üç bölge için ayrı 
ayrı eşdeğer bir eksenli gerilme-şekil değiştirme 
eğrileri elde edilir. Bu eğrileri oluşturmak için 
gerekli olan maksimum gerilme ve karşı gelen 
şekil değiştirmeler asal gerilme oranlarına bağlı 
olarak her bir bölgede ve eksen için hesaplanır.  
 
Basınç-basınç bölgesinde 
Bilinen toplam asal gerilme çifti (σ1, σ2) ile, 
|σ2|≥|σ1|, α=σ1/σ2 asal gerilme oranına göre eş-
değer bir eksenli gerilme-şekil değiştirme eğri-
lerini tanımlayan maksimum gerilmeler ve karşı 


















σα  (3a) 
 ( )3 21 1.6 2.25 0.35p co c c cε ε α α α= − + +  (3b) 
 
Çekme-basınç bölgesinde 
Bilinen toplam asal gerilme çifti (σ1, σ2) ile, 
(σ2<0 ve σ1>0) olacak şekilde, α=|σ1|/|σ2| asal 
gerilme oranına göre tanımlı eşdeğer bir eksenli 
gerilme-şekil değiştirme eğrisini tanımlayan 
maksimum gerilmeler ve karşı gelen şekil değiş-
tirmeler belirlenir. Çekme gerilme-şekil değiş-
tirme eğrisinde maksimum gerilme ve karşı ge-











σ α   α ≥ 0.2fct / fc (4a) 
 







σε  (5) 
 
olarak elde edilir. Basınç gerilme-şekil değiş-
tirme eğrisi ise gözönüne alınan malzeme ekse-
nine dik doğrultuda betonun çatlamış ve çatla-
mamış olması durumu için ayrı ayrı belirlenir. 
Bunun için betonun bir doğrultuda çatlamasının 
ardından çatlağa dik doğrultuda artan yanal 
çekme şekil değiştirmelerine bağlı olarak beton 
basınç dayanımı βd katsayısı ile azaltılır. Göz-
önüne alınan doğrultuya dik doğrultuda ε1f≤εct 
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ise betonun çatlamadığı, βd=1 alınarak azaltma 
yapılmadan, bir eksenli durumdaki basınç ge-
rilme-şekil değiştirme eğrisi kullanılır. Eğer 





1 0.27( / 0.37)
= ≤+ − −d f c
β ε ε  (6) 
 
şeklinde hesaplanır (Vecchio ve Collins, 1982; 
1986). Basınç dayanımı azaltma katsayısı ile 
eşdeğer bir eksenli basınç gerilme-şekil değiş-
tirme eğrisinde maksimum gerilme ve karşı ge-
len şekil değiştirme belirlenir: 
 
2 =p d cfσ β , 2 0=p cε ε  (7) 
 
Çekme-çekme bölgesinde 
Toplam asal gerilme çifti çekme-çekme bölge-
sinde ise asal gerilme oranlarına bakılmadan, 
gerilmelerin etkileşimi ihmal edilerek eşdeğer 
bir eksenli çekme gerilme-şekil değiştirme eğri-
lerinde, maksimum gerilmeler basit çekme de-
neylerinden elde edilen beton çekme dayanımı 
olarak kabul edilir. Karşı gelen şekil değiştirme 
de beton başlangıç elastisite modülü ile çekme 
dayanımı arasında doğrusal ilişkiden hesaplanır: 
 
1 2= =t t ctfσ σ , 1 2
0
= = ctct ct fEε ε  (8) 
 
Ortotrop malzeme eksenlerinde gerilme-şekil 
değiştirme ilişkisi 
Ortotrop malzeme ekseninde eşdeğer bir eksenli 
basınç gerilme-şekil değiştirme eğrisinde şekil 



















olarak kabul edilir (Saenz, 1964). Denklem 9’da 
E0 beton başlangıç elastisite modülü, εif malze-
me ekseninde tanımlı toplam eşdeğer bir eksenli 
şekil değiştirme, Esec= σip/εip sekant elastisite 
modülü, σip, εip ise iki eksenli gerilme güç tü-
kenme zarfı ve toplam asal gerilme oranına bağ-
lı olarak belirlenen maksimum basınç gerilmesi 
ve karşı gelen birim kısalmayı gösterir (Şekil 2). 
Eğride şekil değiştirmeyle sabit kalan kolda, 
εip≤εif≤εcu aralığında, beton σip maksimum ba-
sınç gerilmesini taşımaya devam eder. Maksi-
mum birim kısalma değeri (εcu) aşıldığında be-
tonun ezildiği kabul edilir. Çekme-basınç bölge-
sinde dik doğrultuda betonun çatlaması basınç 


























Şekil 3. Eşdeğer bir eksenli çekme gerilme-şekil 
değiştirme ilişkisi 
 
Ortotrop malzeme ekseninde eşdeğer bir eksenli 
çekme gerilme-şekil değiştirme eğrisi artan ve 
azalan kol olmak üzere iki bölümden oluşur 
(Şekil 3). Eğri betonun E0, fct, εct ve εtu malzeme 
sabitleri ve iki eksenli gerilme güç tükenme zar-
fı için tanımlı gerilme bölgelerine ve asal geril-
me oranlarına göre belirlenen σit maksimum ge-
rilme ve εict karşı gelen şekil değiştirme ile oluş-
turulur. Beton eşdeğer bir eksenli çekme geril-







II. Çatlamış beton 
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rideki her bir kolun (a,b,c,d) belirlenmesi gere-
kir. a kolu çatlamamış betonun davranışını, b 
kolu çatlamış betonun yumuşamasını, c kolu 
betonun çekme rijitliğini ve d kolu da betonda 
oluşan çekme gerilmesinin donatılara aktarıla-




















σσ ε  ≤ict ifε ε  (12) 
 
2( ) cos= −∑nd i yi si ni
i
fσ ρ σ θ  ≤ict ifε ε  (13) 
 
Beton eşdeğer bir eksenli çekme gerilme-şekil 
değiştirme eğrisinde εif şekil değiştirmesine kar-
şı gelen σ′i asal çekme gerilmesi  
 
′ = ai iσ σ  ≤if ctε ε  (14) 
 
max( ; )b ci i iσ σ σ′ =  ≤ict ifε ε  (15) 
 
şeklinde belirlenir. Azalan kol üzerindeki Denk-
lem 15’de belirlenen σ′i asal çekme gerilmesi 
Denklem 13’den hesaplanan σd gerilmesinden 
büyük olamaz (Vecchio, 2000). Denklem 13’de 
i’inci yayılı donatı katmanında  global sistem-
deki yatay eksenle bu donatının yaptığı açı αi 
ise θni=θε-αi olarak belirlenir. 
 
Beton çatlama modeli 
Betonda çatlamanın davranışa etkisi yayılı çat-
lak modeli ve dönen çatlak yaklaşımı ile 
gözönüne alınmıştır (Rashid, 1968). Ortotrop 
malzeme ekseninde birim uzama değeri 
εict≤εif≤εtu aralağındayken çatlama başlamış, be-
ton çekme yumuşama ve rijitliği etkisinde ve 
çekme gerilme-şekil değiştirme eğrisinde azalan 
kol üzerindedir. İki azalan kol tanımlanmıştır 
(Şekil 3). Denklem 11’le tanımlanan b azalan 
kolu beton çekme yumuşama etkisini ifade eder. 
Maksimum birim uzama εtu değerine eriştiğinde 
çatlağın oluştuğu kabul edilir. Bazant ve Oh 
(1983) tarafından yapılan çalışmada, çatlak me-
kaniği teorisine göre çatlağın oluştuğu kabul 
edilen, εtu değeri betonun çatlaması ile açığa çı-
kan enerjiye (Gf) ve çatlağa dik doğrultuda ele-
man karakteristik boyuna (L), betonun çekme 






ε  (16) 
 
Vecchio (2000) tarafından yapılan çalışmada Gf 
beton çatlama enejisi için 75N/m değeri öneril-
miştir. Bu çalışmada ise εtu maksimum birim 
uzama değeri veri olarak girilir ve ortalama 
0.005 değeri kullanılmıştır. Betonun çekme yu-
muşaması donatının olmadığı yada az olduğu 
elemanlarda etkilidir. Donatısı fazla olan ele-
manlarda da beton çekme rijitliği, donatılar ak-
ma dayanımına ulaşana kadar, etkili olduğu bil-
dirilmiştir. Beton çekme rijitliği etkisi için 
Denklem 12’de verilen ifade kullanılmıştır 
(Vecchio, 2000). 
 
Beton eleman rijitlik matrisi 
Önce ortotrop malzeme eksenlerinde artımlı ge-
rilme-şekil değiştirme ilişkisi; 
 
[ ]1 12 2
12 12








şeklindedir. Denklem 17’de [Dc]LO yerel mal-


















νν ν ν ν
 (18) 
 
ifade edilir. Denklem 18’de ortotrop malzeme 
eksenlerinde tanımlı E1 ve E2 teğet elastisite 
modülleri, ν1 ve ν2 Poisson oranlarıdır 
(ν2E1=ν1E2). Kayma gerilmesi ile kayma şekil 
Doğrusal olmayan sonlu eleman yaklaşımı 
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değiştirmesi arasındaki bağıntı malzeme eksen-
lerinin dönmesinden etkilenmeyecek şekilde  
 
1 2
1 1 2 22
= + +
EG νν ν ν ν  (19) 
 
belirlenir (Liu vd., 1972). Çatlamamış beton du-
rumunda kayma modülü (βG) çatlamaya dik 
doğrultudaki malzeme eksenindeki elastisite 
modülünün 1/4’ü kabul edilmiştir (Darwin ve 
Pecknold, 1977). Büyük olan asal gerilme doğ-
rultusunda Poisson oranı 0.2 alınıp simetri koşu-
lunu sağlayacak şekilde diğer doğrultudaki 
Poisson oranı belirlenmiştir. Poisson oranları 
her zaman 0.5 değerinden küçüktür. Yerel ek-
senlerde tanımlanan artımlı gerilme-şekil değiş-
tirme ilişkisi [Tε] eksen dönüştürme matrisi ile 
yerel eksenlerden global eksenlere dönüştürülür: 
 
[Dc]GL=[Tε]T [Dc]LO [Tε] (20) 
 
Burada [Tε] eksen dönüştürme matrisi toplam 
asal şekil değiştirme ekseninin global eksenle 





2 22 2 ( )
  = −  − − 
c s sc
T s c sc
sc sc c s
ε  (21) 
 
Beton gerilmelerinin belirlenmesi 
Artımlı çözümlenin safhalarından biri, bir yük 
artımı adımında verilen {∆R} yük artımı vektö-
rü için, her bir iterasyon adımında, beton ele-
manların bilinen εx, εy ve γxy toplam şekil değiş-
tirme bileşenlerinden uygun şekilde σx, σy ve τxy 
toplam gerilme bileşenlerinin belirlenmesidir. 
Bu safha sırasıyla verilmiştir: 
 
Aşağıda verilen denklemlerde (m+1) hesap ya-
pılan ve m bir önceki yük artımı adımı, 
(m+1)’inci adımında i iterasyon sayısı olup, 
eşitliklerin sol tarafındaki ifadeler (m+1)’inci 
adımda ve i’inci iterasyonda elde edilen değer-
lerdir. Önce, iterasyon adımında toplam şekil 
değiştirmelerden karşı gelen toplam asal şekil 
değiştirme doğrultu açısı hesaplanır: 




γθ ε ε  (22) 
 
Bu θε doğrultu açısı ile Denklem 21’den [Tε] 
şekil değiştirme eksen dönüştürme matrisi belir-
lenir. Dönüşüm matrisi ve global eksenlerde 
toplam şekil değiştirme vektöründen asal şekil 
değiştirme vektörü belirlenir: 
 
{ } [ ] { }1 ( )( ) 1 ( )+ += m ii m iAsal GLTεε ε  (23) 
 
Bir önceki yük artımı adımı sonunda hesaplanan 
toplam asal şekil değiştirme vektöründen bu 
adımda hesaplanan toplam asal şekil değiştirme 
vektörü çıkarılarak asal şekil değiştirme artımı 
vektörü bulunur: 
 
{ } { } { }( ) 1 ( )+∆ = −i m i mAsal Asal Asalε ε ε  (24) 
 
Her adımda toplam asal şekil değiştirme doğrul-
tu açısı değiştiğinden, bir önceki adımdaki asal 
şekil değiştirme doğrultuları ile bu iterayon 
adımındaki asal şekil değiştirme doğrultuları 
çakışmaz. Fakat asal şekil değiştirme artımının 
ve toplam asal şekil değiştirme doğrultu açısın-
daki değişimin küçük olması koşuluyla Denk-
lem 24 kabul edilebilir. Bununla birlikte asal 
şekil değiştirme artımından, bir önceki adımda 
belirlenen Poisson oranları ile eşdeğer bir ek-
senli fiktif asal şekil değiştirme artımı hesapla-
nır: 
 
( ) 1 ( )
1 1 1
2 2 21 2
11
11







ε ε  (25) 
 
Bir önceki yük artımı adımı sonunda hesaplanan 
eşdeğer bir eksenli asal şekil değiştirmelerle ar-
tımları toplanarak eşdeğer bir eksenli asal şekil 
değiştirmeler elde edilir: 
 
( ) 1 ( )
1 1 1
2 2 2
+ ∆     = +     ∆     




ε ε ε  (26) 
 
Bir önceki yük artım adımı sonunda bulunan 
toplam asal gerilmeler, asal şekil değiştirme 
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doğrultularında elde edilen beton elastisite mo-
dülleri (E1, E2) ve bu iterasyon adımında eşde-
ğer bir eksenli asal şekil değiştirme artımları ile 
toplam asal gerilmeler belirlenir: 
 












εσ σ  (27) 
 
Denklem 27 ile bulunan toplam asal gerilmeler 
gerçek gerilme durumuna karşı gelmeyip, daha 
sonra düzeltilecektir. Bu aşamada (σ1, σ2) asal 
gerilme çifti yaklaşık olarak betonun iki eksenli 
gerilme güç tükenme zarfındaki yerini belirle-
mek için kullanılır (Ayoub ve Fillippou, 1998). 
Ayrıca bu asal gerilme çifti (σ1, σ2) betonun iki 
eksenli gerilme güç tükenme zarfındaki gerçek 
yerine yeterince yaklaşıncaya kadar iterasyona 
devam edilir. 
 
İterasyon adımında elde edilen asal gerilme çif-
tini (σ1, σ2) kullanarak önce ortotrop malzeme 
eksenlerinde eşdeğer bir eksenli gerilme-şekil 
değiştirme eğrileri oluşturulur. Bu eğrilerden ve 
bulunan toplam eşdeğer bir eksenli asal şekil 
değiştirmelerden, karşı gelen toplam asal geril-
meler (σ′1, σ′2) elde edilir. Bu toplam asal ge-
rilmeler global eksenlere dönüştürülerek beton 
elemanın {σ′} toplam gerilme vektörü, θε açısı-
nı kullanarak, belirlenir (c=cosθε, s=sinθε): 
 
















Geliştirilen çözüm yönteminde yayılı donatı 
modeli kullanılmıştır. Yayılı donatı modelinde, 
donatı sonlu eleman üzerinde düzgün yayılı ola-
rak eşdeğer bir eksenli malzeme olarak tarifle-
nir. Donatıyı beton eleman üzerine belirli bir 
açıyla yerleştirmek de mümkündür (Şekil 4). 
 
Beton ile çeliğin malzeme matrisleri üst üste 
toplanarak kompozit malzeme için gerilme-şekil 
değiştirme ilişkisi yazılır. Şekil 4’de verilen be-
ton elaman ve iki farklı doğrultuda yayılı donatı 
katmanı bulunmaktadır. Beton eleman (ξ, η) ve 
i’inci yayılı donatı katmanı (ξ′, η′) yerel koordi-
natlarında tanımlıdır. Beton eleman ile her bir 
yayılı donatı katmanı (ξ ile ξ′ eksenleri) arasın-
daki açı αi, beton elemanın ξ yerel ve x global 














Şekil 4. Beton ve yayılı donatı elemanında seçi-
len yerel, global eksen takımları ve aralarındaki 
açılar 
 
Donatı gerilme-şekil değiştirme ilişkisi 
Yayılı donatı modelinde çelik çubukların sadece 
eksenel kuvvet taşıdığı kabul edilmiştir. Çekme 
ve basınç için aynı gerilme-şekil değiştirme eğ-
risi kullanılır. Donatılar için elastik pekleşen 
plastik gerilme-şekil değiştirme ilişkisi kabul 












Şekil 5. Donatının çekme ve basınç etkisinde  
gerilme-şekil değiştirme eğrisi 
 
Sayısal stabilite problemlerini azaltmak için, 
yapılan sayısal çözümlemelerde, donatı akma 
gerilmesi aşıldığında donatı pekleşme oranı 
0.005 olarak kabul edilmiştir (Est=0.005Es). Do-
natıda maksimum şekil değiştirme için εsu=0.01 
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Yayılı donatı eleman rijitlik matrisi 
İki boyutlu çözümlemede her bir yayılı donatı 
katmanı için yerel koordinatlarda artımlı geril-
me-şekil değiştirme ilişkisi  
 







′ ′ ′ ′
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tanımlanır. Burada Esi yerel eksen ξ′ doğrultu-
sunda yerleştirilen donatının teğet elastisite mo-
dülü ρi yerel eksen ξ′ doğrultusunda yerleştiri-
len donatı oranıdır. Elastisite modülünün Esi(εξ′) 
şekil değiştirmeye bağlı olarak ifade edilmesi 
durumunda, bu ifadeleri doğrusal olmayan dav-
ranış bölgelerinde de kullanmak mümkündür. 
Yayılı donatı için yerel koordinatlarda yazılan 
artımlı gerilme-şekil değiştirme ilişkisinin glo-
bal eksenlere taşınması gerekir. Denklem 21’de 
verilen [Tε] dönüşüm matrisinde θ=β+αi kabul 
ederek donatı malzeme matrisi ve global eksen-
lerde artımlı gerilme-şekil değiştirme ilişkisi 
elde edilir: 
 
{ } [ ] [ ] [ ]{ }∆ = ∆T siGL GLLOT D Tε εσ ε  (30) 
Doğrusal olmayan artımlı çözümleme 
Geliştirilen sonlu eleman modelinde yerdeğiş-
tirmelerin küçük olduğu kabul edilerek, denge 
denklemleri şekil değiştirmemiş geometrik sis-
temde yazılmıştır. Beton ve donatı elemanların 
malzeme ve eleman rijitlik matrisleri ayrı ayrı 
oluşturulmuştur. Beton ve üzerindeki her bir ya-
yılı donatı katmanı için belirlenen global eksen-
deki malzeme matrisi toplanabilir: 
 
[ ] [ ] [ ]= +∑c siGL GL GL
i
D D D  (31) 
 
Eleman rijitlik matrisi eleman üzerinde 
integrasyonla elde edilir: 
 
[ ] [ ] [ ] [ ]= ∫ T GL
V
k B D B dV  (32) 
Burada [k] eleman rijitlik matrisi, [B] şekil-
yerdeğiştirme bağıntısını sağlayan matrisdir. 
Beton ve yayılı donatı için iki boyutlu dört nok-
talı izoparametrik dört kenarlı (doğrusal şekil 
değiştirme) sonlu eleman kullanılmıştır. Eleman 
rijitlik matrisini belirlerken gerekli integrasyonu 
gerçekleştirmek için Gauss sayısal integrasyon 
yöntemi 2×2 sayısal integrasyon noktası ile kul-
lanılmıştır. Her bir eleman için hesaplanan ele-
man rijitlik matrisi uygun şekilde birleştirilerek, 
[K] sistem rijitlik matrisi elde edilir. Malzeme 
bakımından doğrusal olmayan çözümlemede, 
gerilme ve şekil değiştirme vektörleri arasında 
doğrusal bir ilişki olmadığından, artımlı çözüm-
leme kullanılmıştır. Artımlı çözümlemede, be-
lirli bir yük adımında {R} dış yük vektörü o 
adıma kadar {∆Re} dış yük artımlarının toplamı 
olarak ifade edilebilir. Hesap yapılan (m+1)’inci 
adımda dış yük vektörü, m’inci adımdaki dış 
yük vektörünün bu adımdaki {∆Re} dış yük ar-
tımı vektöründen 
 
1{ } { } { }+ = + ∆m m eR R R  (33) 
 
şeklinde elde edilir. Bir önceki m’inci adım so-
nunda {U} yerdeğiştirme, global eksende tanım-
lı {σ′} gerilme ve {ε} şekil değiştirme vektörle-
rinin bilindiği kabul edilirse, {∆Re} dış yük ar-
tımı vektörü uygulandığında (m+1)’inci adım 
sonunda toplam yerdeğiştrime ve gerilme vek-
törleri sırasıyla 
 
1{ } { } { }+ = + ∆m mU U U  (34) 
 
1{ } { } { }+ ′ ′ ′= + ∆m mσ σ σ  (35) 
 
şeklinde bulunur. Ancak Denklem 34 ve 35’in 
kullanılabilmesi için {∆U} yerdeğiştirme, ele-
manlarda {∆σ′} gerilme artımı vektörlerinin be-
lirlenmiş olması gerekir. Artımlı çözümleme 
{∆Re} dış yük artımı vektörüne karşı gelen, uy-
gun {∆U} yerdeğiştirme vektörü ile tüm ele-
manlarda {σ′} gerilme vektörünün belirlenmesi 
olarak iki safhaya ayrılabilir. Tüm sistemde he-
sap yapılan (m+1)’inci adımda verilen bir {∆Re} 
dış yük artımı vektörü için 
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{ } { }( ){ } { }11 1 1( ) ++ + += −mm m mU F U Rψ  (36) 
 
ifadesini, iç kuvvetlerle dış kuvvetler arasında 
dengeyi sağlayan uygun {∆U} yerdeğiştirme 
artımı vektörü aranır. Denklem 36 doğrusal ol-
mayan bir denklemdir. Bu denklemin çözüle-
bilmesi ve uygun {∆U} yerdeğiştirme artımı 
vektörünün bulunabilmesi için bir iterasyon 
yöntemi kullanmak gerekir. Burada Değiştiril-
miş Newton-Rapson iterasyon yöntemi kulla-
nılmıştır. Artımlı çözümlemede m’inci (bir ön-
ceki) yük artımı adımı sonunda [K] sistem 
rijitlik matrisi, {U} toplam yerdeğiştirme vektö-
rü, {R} toplam dış yük vektörü, elemanlarda 
{σ′} toplam gerilme ve {ε} şekil değiştirme 
vektörlerinin bilindiği kabul edilerek, 
(m+1)’inci adımda verilen {∆Re} dış yük artımı 
vektörü için çözüm aranır. İlk iterasyon adımın-
da {∆R} yük artımı vektörü, {∆Re} dış yük ar-
tımı vektörüne eşittir. Diğer iterasyon adımla-
rında {∆R} yük artımı vektörü, {∆Re} dış yük 
artımı vektörü ile bir önceki iterasyon adımında 
elde edilen {∆Rr} dengelenmemiş kuvvet artımı 
vektörünün toplamından elde edilir:  
 
1 ( ) 1 1 ( 1){ } { } { }+ + + −∆ = ∆ + ∆m i m m ie rR R R  (37a) 
 
1 ( 1) 1 1 ( 1){ } { } { }+ − + + −∆ = −m i m m irR R F  (37b) 
 
1 (0){ } {0}+ ∆ =m rR  (37c) 
 
İterasyon adımında belirlenen yük artımı için, 
bir önceki adımda belirlenen sistem rijitlik mat-
risi kullanılarak, {∆U} yerdeğiştirme artımı 
vektörü hesaplanır:  
 
[ ] ( ) 1 ( ){ } { }+∆ = ∆m i m iK U R  (38) 
 
İterasyon adımında hesaplanan {∆U} 
yerdeğiştirme artımı vektöründen, beton ve ya-
yılı donatı elemanlar için {∆d} eleman düğüm 
noktası yerdeğiştirme artımı vektörü elde edilir. 
Eleman şekil-yerdeğişitirme matrisi ile eleman 
yerdeğiştirme artımı vektöründen, global eksen-
lerde, eleman şekil değiştirme artımı vektörü 
hesaplanır: 
{ } [ ] { }( ) 1 ( )+∆ = ∆i m iB dε  (39) 
 
İterasyon adımında, beton ve yayılı donatı ele-
manlar için bir önceki adımdaki eleman toplam 
şekil değiştirme vektörü ile şekil değiştirme ar-
tımı vektörü toplanarak toplam şekil değiştirme 
vektörü elde edilir: 
 
1 ( ) ( ){ } { } { }+ = + ∆m i m iε ε ε  (40) 
 
İterasyon adımında, elemanlardaki toplam şekil 
değiştirme durumu belirlendikten sonra eleman-
larda bu şekil değiştirme durumuna karşı gelen 
gerilmeler önceden tanımlı gerilme-şekil değiş-
tirme eğrileri üzerinden bulunur. Bu işlem beton 
ve yayılı donatı elemanlarında farklı hesap 
adımları ile gerçekleştirilir. Bu çalışmada sade-
ce beton elemanda {σ′} toplam gerilme vektö-
rünün belirlenmesi verilmiştir. İterasyon adı-
mında, global eksende tanımlı, {σ′} eleman top-
lam gerilme vektörü belirlendiği kabul edilirse, 
beton ve yayılı donatı elemanda düğüm noktala-
rında iç kuvvet vektörü 
 
{ } [ ] { }1 ( ) 1 ( )+ + ′= ∫ Tm i m ie
V
f B dVσ  (41) 
 
şeklinde bulunur. Bütün {fe} eleman iç kuvvet 
vektörlerinin uygun şekilde toplanmasından her 
bir iterasyon adımında {F} iç kuvvet vektörü 
elde edilir: 
 
{ } { }1 ( ) 1 ( )+ += ∑m i m ie n
n
F f  (42) 
 
İterasyon adımında hesaplanan yerdeğiştirme 
artımı vektörü ile bir önceki yük artımı adımı 
sonundaki toplam yerdeğiştirme vektörü topla-
narak iterasyon adımında {U} toplam yerdeğiş-
tirme vektörü belirlenir (Denklem 34). 
 
Her bir iterasyon adımı sonunda önceden tanım-
lı yaklaşım kriteri koşulunun sağlanıp sağlan-
madığı kontrol edilir. Seçilen yaklaşım kriteri 
çözüm sonuçlarını önemli oranda etkilemekte-
dir. Burada yerdeğiştirme yaklaşım kriteri kul-
lanılmıştır. Yaklaşım kriteri koşulu sağlanmadı-
ğında bu iterasyon adımında hesaplanan iç kuv-
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vet vektürü bir önceki iterasyon adımında he-
saplanan iç kuvvet vektörüne dönüştürülür: 
 
{ } { }1 ( 1) 1 ( )+ − +=m i m iF F  (43) 
 
Ardından Denklem 37 ile yeniden belirlenen 
{∆R} yük artımı vektörü ile iterasyon işlemine 
devam edilir. Eğer n’inci iterasyon adımında 
yaklaşım kriteri koşulu sağlanırsa aşağıdaki de-
ğişiklikler yapılarak bir sonraki yük artımı adı-
mına geçilir: 
 
{ } { }1+=m mR R , { } { }1 ( )+=m m nF F  (44a) 
 
{ } { }1 ( )+=m m nU U , [ ] [ ]1 ( )+=m m nK K  (44b) 
 
{ } { }1 ( )+=m m nε ε , { } { }1 ( )+′ ′=m m nσ σ  (44c) 
Uygulama 
W2 Yüksek kirişi 
Bir çok araştırmacı, geliştirdikleri çözüm mode-
lini karşılaştırmada, Cervenka ve Gerstle (1972) 
tarafından deneysel incelenen W2 yüksek kirişi-
ni kullanmıştır (Ayoub ve Filipou, 1998; Kwak 
ve Kim, 2001). Bu çalışmada da W2 yüksek ki-
rişi üzerinde yapılan çözümlerle geliştirilen he-
sap modelinin deney sonucu ile karşılaştırılması 
yapılmıştır. Şekil 6 da verilen W2 yüksek kirişi 
760mm yüksekliğinde, 76mm kalınlığında, or-
tada ve kenarlarda 100mm genişliğinde ve 
300mm kalınlığında başlıkları olan, 1720mm 
açıklığa sahip basit mesnetli ve ortasından tekil 
2P yükü ile yüklüdür. Donatı ise alt 150mm’lik 
bölgede yatay donatı oranı %1.83, üst 
610mm’lik bölgede yatay donatı oranı %0.92 ve 
tümünde düşey donatı oranı %0.92 olacak şekil-
de yerleştirilmiştir. Donatı elastisite modülü 
Eso=190GPa, donatı akma dayanımı 
fy=353MPa, akma ötesi şekil değişitirme duru-
munda pekleşme oranı 0.005 olarak alınmıştır. 
Beton basınç dayanımı fc=26.8MPa, basınç da-
yanımına karşı gelen birim kısalma εco=0.002, 
maksimum birim kısalma εcu=0.005, maksimum 
birim uzama εtu=0.00186 olarak alınmıştır. De-
ney sonucu beton başlangıç elastisite modülü 
E0=20000MPa, çekme dayanımı fct=1.71MPa 
alarak bir çözüm yapılmıştır (Çözüm 1). Bunun 
Şekil 6. W2 deney numunesi geometrisi ve donatı yerleşimi (Cervenka ve Gerstle,1972)
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yanında TS 500’de basınç dayanımına bağlı ola-
rak verilen sekant elastisite modülünü başlangıç 
elastisite modülü E0=30825MPa ve çekme 
daynımını da fct=1.81MPa alarak ayrı bir çözüm 
de yapılmıştır (Çözüm 2). 
 
Sonlu elemanlar yöntemiyle sayısal çözümde, 
yük ve geometrideki simetri nedeniyle, W2 yük-
sek kirişinin yarısı gözönüne alınmıştır. Sonlu 
eleman ağında 12×10 eleman kullanılmıştır (Şe-
kil 7). Her bir adımda yapılan yük artımı taşıya-
bileceği yükün yaklaşık 0.01-0.001’i kadar 
alınmıştır. Bir adımda maksimum iterasyon sa-
yısı 30 ile sınırlanmış, yaklaşım kriteri 
yerdeğiştirme kriteri olarak seçilmiş ve yeterli 
yaklaşım değeri 0.003 olarak alınmıştır. 
 
Şekil 8’de yapılan çözümler ve deney sonucunda 
elde edilen yük-yerdeğiştirme ilişkisi verilmiştir. 
Yapılan çözümlerde deney sonucuna oldukça ya-
kın davranış eğrisi, güç tükenme yükü ve süneklik 
kapasitesi elde edilmiştir. Çözüm 1 ve 2 karşılaştı-
rıldığında W2 yüksek kirişinin davranışında beton 
başlangıç elastisite modülünün ve çekme dayanı-
mındaki artışın önemli bir etkisinin olmadığı gö-
rülmektedir. Bu durum W2 yüksek kirişinin dav-
ranışında beton davranışından daha çok donatı 
davranışının etkin, her iki doğrultuda yerleştirilen 
donatı miktarının fazla olmasıyla açıklanabilir. 
 
Şekil 8. W2 yüksek kirişi yük-yerdeğiştirme  
eğrileri 
 
W2 yüksek kirişinde ilk olarak orta başlık ile 
birleşen alt gövde bölümünde beton çekme da-
yanımına ulaşmaktadır. P yükünün 20kN değe-
rinden başlayıp 80kN değerine kadar betonda 
çekme dayanımına ulaşılmış Gauss noktaları 
sayısı artmaktadır. Betonda çatlak oluşumu asal 
çekme şekil değiştirmesinin 0.00186 (donatının 
akma dayanımına karşı gelen birim uzama) de-
ğerinde olduğu kabul edilirse, P yükünün 80kN 
değerine kadar betonda çatlama olmamaktadır. 
P yükünün 80kN değerinde W2 yüksek kirişinin 
hiçbir bölümünde, beton asal basınç gerilmeleri 
basınç dayanımına ve donatılar akma dayanımı-
na ulaşmamıştır. Sadece W2 yüksek kirişinin 
büyük bir bölümünde beton çekme yumuşaması 
görülmektedir. Sonuç olarak P yükünün 80kN 
değerine kadar W2 yüksek kirişinin davranışına 
sadece betonunun çekme dayanımı ve çekme 
rijitliği etki etmiştir. 
 
P yükünün 80kN değerinden sonra Çözüm 1’e 
göre W2 yüksek kirişinin davranışını inceleme-
ye devam edilirse ilk çatlaklar, yükün 85kN se-
viyesinde, perdenin ortasında alt bölümünde 
başlamaktadır. Ardından yükün 100kN değerine 
kadar artmasıyla çatlaklar W2 yüksek kirişinin 
orta bölümlerine kadar ilerlemektedir. Ayrıca 
yükün 100kN seviyesinde yükün etkidiği yerde-
ki başlık elemanına birleşen gövde elemanında 
beton basınç dayanımına ulaşmış ve betonda 
basınç yumuşaması başlamıştır. Donatıların du-
rumu ise yüksek kirişin alt 150mm’lik bölümü 
ile orta bölümündeki yatay donatılar ve yükün 
Şekil 7. W2 yüksek kirişi için seçilen sonlu 
eleman ağı 
Doğrusal olmayan sonlu eleman yaklaşımı 
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etkidiği yerdeki başlık elemanına birleşen gövde 
elemanındaki yatay donatılar akma gerilmesine 
ulaşmıştır. Düşey donatılar akma gerilmesine 
ulaşmamıştır. 
 
P yükünün 100kN’dan sonraki bölümde yük ar-
tıkça hızla W2 yüksek kirişi rijitliğini kaybet-
mektedir. Bunun sebebi, W2 yüksek kirişinin 
büyük bölümünde meydana gelen çekme yumu-
şaması olabilir. Yüksek kirişin alt 150mm’lik 
bölümündeki donatıların bir bölümü akma ge-
rilmesine ulaşmıştır. Bunun yanında yükün et-
kidiği yerdeki başlık elamanına birleşen gövde 
elemanında beton basınç dayanımına ulaşmış, 
betonda basınç yumuşaması başlamış ve yatay 
donatı da akma dayanımına ulaşmıştır. Deney 
sonucuna göre güç tükenmesi durumuna başlık 
elemanına birleşen gövde bölümünde betonun 
ezilerek ayrılması ile ulaşıldığı bildirilmiştir 
(Cervenka ve Gerstle, 1972). Yapılan çözümler-
de de bu bölümde beton ezilmektedir. Göçme 
anında Çözüm 1 ve deney sonucu elde edilen 
çatlak durumu Şekil 9’da verilmiştir. 
Sonuçlar 
Betonarme kiriş, yüksek kiriş ve perde gibi iki 
boyutlu kabul edilebilecek betonarme elemanla-
rın monoton artan yük etkisinde doğrusal olma-
yan davranışlarını tahmin etmek için geliştirilen 
sonlu eleman çözüm modeli kullanılabilir. Yapı-
lan sayısal çözümlerle elde edilen yük-
yerdeğiştirme ilişkisi ile çatlakların oluşumu ve 
ilerlemesi deney sonuçları ile oldukça uyumlu-
dur. Ayrıca burada verilen W2 yüksek kirişi 
üzerinde geliştirilen çözüm modeli kullanılarak 
yapılan çözümlerle yüksek kirişin davranışı, güç 
tükenmesine ulaşma biçiminin anlaşılmasına ve 
etkileyen parametrelerin incelemesine olanak 
tanımıştır. Beton çekme gerilme-şekil değiştir-
me eğrisinde azalan kolun (çekme yumuşaması 
ve rijitliği etkisinin) gözönüne alınmasının 
önemli olduğu görülmüştür. Çekme basınç böl-
gesinde betonun çatlamasıyla çatlağa dik doğ-
rultuda önemli oranda bir basınç yumuşaması 
olmaktadır.  
 
Geliştirilen sonlu eleman çözüm modelinde kul-
lanılan ortotrop beton model basitliği yanında 
oldukça da etkilidir. Yayılı çatlak modeli, dönen 
çatlak yaklaşımı da global yük yerdeğiştirme 
ilişkisi incelendiğinde ve donatı oranı yeterli 
olduğu durumlarda oldukça iyi yaklaşım sağla-
maktadır. 
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